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Wiekszosé wystepujacych w przyrodgzie i stosowanych w techni-
ce substancji jest mieszaninami rozmaitych skZadnikéw. Przykiadem
mogq byé rudy i mineraly, stopy techniczne, tworzywa sztuczne, ma-
teriaty budowlane itp. W2asciwoéci mieszanin zalezg przede wszyst-
kim od rodzaju i zawartosci podstawowych skZadnikéw. Zmieniajge
proporcje tych sktadnikéw mozna nadawaé mieszaninom Zgdane wXas-
ciwodci. Jednym z celéw badania wieloskXadnikowych zwigzkéw jest
ustalenie zaleznosci miedzy frakcjami oddzielnych skXadnikéw 1
iloéciowymi wlasciwosciami mieszanin - ustalenie zaleznodéci "skZad
- wtadciwosé™, Zagadnienie badania mieszanin mozna sformulowaé na
stepujgco.

W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej dany jest obszar X
o nastepujacych wiasnofciach. WepSirzgdne punktu X = (11,x2, ey Xp)
nalezgcegp do X speiniajg warunkis

n
(1) x> 0, i21::1-1 Ahatres D s e

Wskaznik 1 oznacza i-ty skXadnik n-skladnikowej mieszaniny,
frakcje i-tego sk*adnika. W kazdym punkcie zbioru X okreflona jest
zmienna losowa Y(X) o wartosci oczekiwanej EY(X). Wartoéé te¢ o-
znaczmy przez F(X) i nazwijmy "odpowiedzig wiasciwoscl dla danego
skXadu", Model odpowiada sytuacji, w ktérej nieznana jest funkcja
F(X), lecz w kazdym punkcie X wartosé jej moze by¢é oszacowana,
Zadanie polega na oszacowaniu funkcji F(X) przy nastepujacych,
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najczgsclej przyjmowanych zatozeniach o tej funkcji oraz o zmien-
nych losowych Y:

{ bd Funkcja F(X) moze byé przyblizona w calym obszarze X wie-
lomianem dostatecznie wysokiego stopnia.

2° Gdy w N (niekoniecznie réznych) punktach ;d (3=1,2,..., N)
obserwowaé bedziemy zmienne losowe Y(X.), to zak}ada si¢, ze sag
one niezalezne o rozkladzie normalnym NiF(iﬁ). 3).

Sformulowane zadanie dla mieszanin jest oczywiscie szczegdl-
nym przypadkiem zadania regresji wielokrotnej, w ktérym na obszar X
natozono warunki (1).Geometrycznie obszar X jest (n-1) - wymiaro-
wym regularnym sympleksem.

Niniejsze opracowanie stanowi przeglad znanej autorowi lite-
ratury zwigzanej 2 powyZszym tematem. Opracowanie skZada sig
z szesciu czesci. Czesé 1 omawia najstarsze historycznie plany
Scheffego - siatkowo-sympleksowe i Srodkowo-sympleksowe. W drugie}j
czesci przedstawione sg plany skonstruowane przy pomocy kryterium
postulujgoego, by Sredni kwadrat réznicy miedzy wielomianem aprok-
symujgcym i prawdziwg funkcjg odpowiedzi by% minimalny. Czgsé
trzecia dotyczy plandéw, w ktérych wystepuja dodatkowe ogranicze-
nia na zmiany sk*adnikéw mieszaniny. Rozpatrzono plany z niezero-
wymi frakcjami wszystkich skXadnikéw, plany z ograniczeniami w po-
staci wieloscianu oraz w postaci elipsoidy. W czesci czwarte] roz-
patruje si¢ przypadek, w ktérym skladniki mieszanin sg z kolei
mieszaninami innych skYadnikéw, przy czym te ostatnie podlegajg
zmianom. W czgéci 5 rozpatrzono sytuacje, w ktérej rezygnuje sig
¢z zaYozenia o wislomianowym charakterze funkcji odpowiedzi. Czesé 6
podaje sposéb konstrukeji planéw bedgcych uogélnieniem plandw
Sche ffego.

1. Plany siatkowo-sympleksowe i Srodkowo-sympleksowe

Zagadnienie badania mieszanin wprowadzix Scheffe [15]. Roz~-
patrywal on zagadnierie aproksymacji funkcji F(X) widlomianem stop-
nia q postaci: n

(2) (5 3w E{bixi + : (51311:3 +ezasof

1<1i<j<n

. i,

X
P2
Xy~ eee Xp

. X
1"12”"'%(511’12""’1:: 1
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Liczba wspbiczynnikéw takiego wielomianu jest réwna (n;q). Z
wzgledu jednak na zwigzek (1), liczba nieznanych wspéczynnikéw
jest mniejsza i wynosi (n+g-1). Wykorzystujac ten zwigzek Scheffe
wprowadzil "zredukowane" wielomiany pierwszego, drugiego i trze-
ciego stopnia a Gorman i Hinman [8] - czwartego stopnla. Sg to wie-
lomiany n zmiennych o liczbie wspéiczynnikdw ('“’q ), wyrazajace
si¢ wzorami:

n
(3) P, = é‘;pixi,
(4) P, (X) =
A 1=1 (51’:1 1<1<3<n(513‘1‘3‘

n
() 5@ = 1o fyxy ¢ Z o fygmxy v 2 Fagmtyino)

* 1<§3<k¢n Pagire®sic

n
(6) F4(§) = :1-_7[51:1 xixj(xi-xj) X

(513 1%} ,‘%‘nb”ia

1£i<j<n

2 2
+ 1‘%!1 Jijxixj(!i'xj) + 141?&‘:: (51131:"1‘3‘1: +

2
+ : pijjkxixjxk +

2
XX, +
1¢1<3<kén ﬁidkkxi Ik

141i¢j<ksn
¢ Weia Xy X Xy X
1i<3<k<Kn P1ya®s®siy

Sposdéb otrzymania zredukowanego wielomianu pokazemy na przykia-
dzie FZ(E. PeXny wielomian ma postaé:

n n

b+be+ :bxx +Zb 12.

0" 31 117 qeggen WYY U3 AA

Zauwazmy, ze b, ='b° in oraz, ze mnozgc réwnosc ;xi = 1 obu-
1

stronnie przez Xy otrzymujemy x1 =R T Zi xyx 3 Podstawiajgc te

wyrazenia do peXnego wielomianu otrzymujemy zredukowany wielomian
(4).

Dla oszacowania metodg najmniejszych kwadratéw wspéiczynni-
kéw wielomiandw (3) - (6) potrzeba co najmnie] (n+g-1) obserwacii.
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Sche ffe [15] zaproponowak, by dokonywaé je w punktach siatki (n,q)

bedgcej zbiorem punktdw:
n

(7) (x1txzucncxn)3 xi- 0, 1/q, Z/Q 9 ecey (Q'1)/q' Jia 25;11 =1

Przyktadowo plan siatkowo-sympleksowy (n, 1) zawiera wszystkie
wierzchotki sympleksu (1), plany (3,2), (3,3), (3,4) 1 (4,2) przed-
stawione sg na rysunku 1.

Plan (3,2) Plan (3,3) Plan (3,4) Plan (4,2)
Rys. 1. Niektére plany siatkowo-sympleksowe

Przy takiej konstrukcji planu doswiadczalnego, osgzacowania
wep6tczynnikéw zredukowanych wielomiandéw przyjmujg bardzo prostq
form¢. Na przyklad dla wielomianu F, wspéXczynniki wyrazajg sig
wzorami:

N A
{51 = yig Pid = 4’13 - 2y1 - ZyJ; 1,3 = 1. 2, eeey N
gdzie e warto$é funkcji odpowiedzi zaobserwowana w purkecie

(09 o| eee ) 1’ o. eeoe )y 0)
T 2 et Ay cee] B

- wartoéé funkcji odpowledzi zaobserwowané w punkcie

(0’ 0’ veey 0. 1/2' O3 seey 1/2v eeey 0)
R | s & eve B

8 ¥y4

Oszacowania wspétczynnikéw wielomianéw (3) - (6) oraz wariancje
ekstrapolowanych wartosci wielomianéw zestawione sa w pracy [35]
| [8], a takze w przegladowych opracowaniach [5] i [19] .

Wadg planéw siatkowo-sympleksowych Jest duza liczba punktdw,
w ktérych wigkszo$é sktadnikéw mieszaniny nie wystepuje. Wielo-
mian wyznaczony na podstawie takich punktéw moze nieadekwatnie
opisywaé zaleznosé sklad- wiasciwosé, szczegélnie we wnetrzu sym-
pleksu., Dlatego w pracy [ﬁ?] Scheffe proponuje inny sposéb roz-
mieszczenia punktéw doswiadczalnych oraz inny wielomian aproksy-
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mujgcy. Plan $rodkowo-sympleksowy (simplex-centroid) jest planem
zawierajacym punkty o wspéirzednych

® (1,0, ..., 003 (1/2, 1/2, 0y 400y 0)3 ..e3 (1/Dg.ceyl/n)

oraz punkty, ktérych wspéirzedne sg wszystkimi permutacjami po-
wyzszych, Liczba punktéw takiego planu wynosi 2%~ 1, Jako odpo-
wiedni wielomian aproksymujacy przyjeto wielomian

n
(9 2 Pox, + 2 A I o MR L

= %y . == (34 5%3%4 P12, ..n%1%2e X,
Wzér na oszacowanie wspéXczynnikéw wielomianu (9) jest réwniez
prosty. Ma on postaé:

k
(10) bs, =k g (=0)*F &1 5.(s)

gdzie bsk - zapis oszacowania wspéXczynnika @11,12,.'.’1k

(Sk= (11, 10 eees ik) pewien podzbidr zbioru 1, 2, ..., D

wskaznikéw)

Jt - suma zaobserwowanych wartosci funkcji odpowiedzi wszy
stkich (:) mieszanin zXozonych z t sktadnikéw wzie-
tych wréwnych proporcjach 1/t i utworzonych ze skiad-
nikéw wyznaczonych przez wskazniki zawarte w podzbio-
rze Sk’

Dla przykiadu:

bygx = 3(13:._3']‘:11 o 22(y13 Vgt Tg) + 323131,)
gdzie ¥4~ odpowiedé w wierzcholku sympleksu, Wy i odpowieds
w Srodku krawedzi Xgczgcej m-ty 1 1-ty wierzcholek, yijk - odpo~-
wiedZ w Srodku Sciany przechodzgcej przez i-ty, j-ty oraz k-ty
wierzchoXek sympleksu,

2. Plany minimalizujgce réznice miedzy wielomianem aproksymujgcym
i prawdziwg funkcjg odpowiedzi

Wielomian aproksymujgcy moze nie zapewniaé nalezytego przed-
stawienia funkeji odpowiedzi. Moze to wynikaé ze zbyt duzego bie-
du eksperymentalnego (bXad losowy) 1lub z nieadekwatnodci funke ji
aproksymujacej (btgd systematyczny). W pracach [3],E6] i [7] wpro-
wadzono do doswiadczer z mieszaninami nastg¢pujgce kryterium opty=-
malnosci planu,
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Niech 3; oznacza funkcje oszacowang dla obserwowanej odpo-
wiedzi 5 pod warunkiem, 3e prawdziwa funkcja odpowiedzi jest '('x"
Niech S bedzie sympleksem okreslonym przez (1). Okreslmy Sredni
btgd kwadratowy oceny ¥z Jako

() JE@; - By 2@ & - gEts; - B(§5))°W(D)ax +

+ | a6 - e @ - v B,

Pierwszy skXadnik V po prawej stronie wyrazenia (11) nazwijmy bZe-
dem losowym, drugi B - bedem systematycznym. Symbol dX niech o-
znacza dx,dx,...dx , a funkcja wagowa W(X) niech bedzie statg dla
cazego sympleksu

(| «W nas
0 poza tym

(12) WE) =

Plan bedzie si¢ nazywaé optymalnym, jesli dla danego i i '(; wy=
razenie (11) osiagnie warto$é minimalng, Plan jest optymalny w sen-
sie minimalizacji bledu losowego gdy wyrazenie V osigga minimum,
a optymalny w sensie minimalizacji bZedu systematycznego gdy B
Jest minimum.

2a. Plany minimalizujgce bzgd systematyczny

Zadanie wyboru planu optymalnego w sensie kryterium (11) roz-
wigzuje sie¢ w dwéch etapach. Najpierw poszukuje si¢ planu minima-
lizujgcego btgd systematyczny B, a nastepnie uwzglednia sig¢ bzagd
losowy V. Plan minimalizujgcy btad systematyczny mozna otrzymaé
korzystajgc z nastepujgcego twierdzenia Boxa i Drapera [4]:

Niech w obszarze S funkcja odpowiedzi bedzie przyblizZona wie-
lomianem S stopnia d1. Prawdziwa odpowiedZ Q; jest wielomianem
stopnia d2 - d1 . WspbXczynniki wielomiamu yx Oszacowane s§ metodg
najmniejszych kwadratéw. Plan D minimalizuje biad systematyczny B,
Jezeli wszystkie jego momenty az do stopnia d1 + d2 bedg réwne
odpowiednim momentom rozkXadu rdéwnomiernego w S. Momenty planu D
okresla sig jako:

n

(13) [:lpng = N'1Z xli’uxgu, p+g € 4,4d,, N - liczba punktéw
u=1 planu,

zaé momenty rozkadu rdéwnomiernego na S sg okreslone wzorem:

(18) {11’35} =W JS' x{xgdi
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gdzie S - sympleks okreslony wzorem (1), W - catka okreslona wzo-
rem (12).

Korzystajac 2 przytoczonego twierdzenia, Draper i Lawrence
6] rozwigzali zadanie wyboru optymalnego planu dla tréjek*adni-
kowych mieszanin (n = 3) i w pracy [7] dla n = 4 w przypadku d1 =
=1, dy = 2 orag dla d, = 2, d, = 3. Becker [3] rogwigzat zadanie
dla dowolnego n i dla d.' =1, d2 = 2, Rozwigzanie zadania polega
na poréwnaniu wyrazed (13) i (14) oraz rozwigzaniu wynikajacego
stgd nieliniowego uk}adu réwnai. Rozwigzanie dla n = 3 przebiega-
Yo nastepujgco. Wprowadzono nowy ukiad wspéirzednych

z, = 1/2(-x1+12). Z, = 3/6(-x1-xz+2x3), Zy =Xy + X +X3= Te

W ukladzie tym punkty sympleksu S opisuje sig¢ przy pomocy dwu
wspétrzednych 4 iz,. Wierzchotki sympleksu majg wspéirzgdne

(0, 1713 (172, -\PB/6)s (=172, -\3/6)

Momenty rozkadu réwnomiernego na S mozna otrzymaé¢ prgzy pomocy
funkeji tworzgcej momenty. W naszym przypadku ma ona postadé

B’B 1/3(1'52m

(15) M, (t,,%,) = =& exp(t,z,+t,2,)ds,d8, =
S1871 R0 e _1/3(142@";, e MR

2 2 3 3 2
=1+£I-—1+1—E-Z-+Efl+rt—2--r-tlt-%-
21 Y23 21 T 380 31 31 21
2 Ar—— 2.4
-_f}:f_ﬂ+_1_.h+Lf.§ . ap: - il
360 21 240 4! = 240 4! = T20 21 21

Moment {ipjs] jest wepbXczynnikiem przy tgtg w rozwinieciu funk-
cji tworzgcej w szereg. Poszukiwane momenty rozktadu réwnomierne-
g0 na S mozna przedstawié w postaci macierzy o wymiarse d1’<(d1+d2).
Maciersz ,u.mo-ent6w~ rozk¥adu réwnomiernego w przypadiku d; =1,

d2 = 2 jest postaci

=

1 zZ, z, zf sg Z42,

(16) M= 1 0 0 1/24 1/24 0 1
0 1/24 O 01" 0 -V3/360 | =,
0o o 1/24 =\3/360 \3/360 0 5,

Na macierz momentéw planu zostaly natozone nastgpujgce ogranicze-
. [11;,0] E [1011] " [1131] . [1330] 3 [11 32] - 03
[257] « [0s [2] - -[s%T.
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Macierz te mozna napisaé w postaci

2
1 24 Z, 24 25 Z425

(17) M= 1 0 0 c c 0 1
0 c 0 0 0 d 24
0 c d -d 0 Z,

Zadanie polega na znalezieniu takich plandéw, dla ktdérych

/U-=M

czyli sprowadza si¢ do znalezienia, dla réiznych N, takich plundw,

ze
c = L ’ d= - —E .
24 360

Rozwigzanie takich uk*adéw réwnai przeprowadzono metodami nume-
rycznymi., Ze zbioru mozliwych rozwigzad uktadu réwnai okreslajg-
cych plan D wybrano te, ktére nalezaly do nast¢pujgcych podzbio-
réws
Wierzchotki trdjkata réwnobocznego o Srodku w poczgtku ukzadu
wspéirzednych z,, 2, 1 boku p 13 (o, 1/V3p), (*¥1/2p, -\3/6p),
2° Wierzchoiki tréjkata réwnobocznego o Srodku w poczatku uktadu

wepSirzgdnych z,, 2, i boku q: (0, -1/V3q), (¥1/2q, V3/6q),
3% Wierzchotki kwadratu o &rodku w poczatku ukadu wspéirzednych

i bokach 2a réwnolegiych do osi ukZadus (Ea, sia),
4° Punkty na osiach wspéirzednych: (v, 0), (0, i),
5° Wierzcholki prostokata: (c, d), (-¢, =-d), (e, =d), (-c, d).

L

| 2o

é X 1

Rys. 2., Plan mirimalizujacy bigd systematyczny B dla n = 3,

4y =1, dy =2
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Dla przypadku d1 = d2 = 2 okazalo sie, Ze nie istniejg plany
o liczbie punktéw trzy 1lub cztery, natomiast wsréd badanych pod-
zbioréw istnieja plany zawierajace 5 i wigce] punktéw. Autorzy
wyznaczyli plany zYozone z 6, 7, 8 1 9 punktéw. Przykiadowy plan
sktadajgcy sie z podzbioréw e przedstawiono na rys., 2, gdzie
parametr p = 0,621, q = 0,339. W przypadku 4, = 2, d, = 3, wyko-
rzystujac te same podzbiory, zbudowano plany o liczebnosci od 8
do 15 punktéw eksperymentalnych, uwzgledniajgc w tej liczbie pun-
kty w poczgtku ukadu wspéirzednych (0, 0). Kompletng listg pla-
néw zawiera praca [6].
W analogiczny sposéb rozwigzano zadanie dla n=4 w pracy[?].

W tym przypadku rozpatrywano uktad wspéirzednych Zys Zpy T3 W kté-
rym poczgtek ukladu pokrywa sig¢ ze érodkiem czworoscianu, a wierz-
chotki czworosciam maja wepéirzedne: (1,1,-1), (1,-1,1), (=1,1,1),
(-1,-1,=1). Wybrane zostaly nastepujace zbiory punktdws
(a,a,-a), (a,-a,a), (-a,as,a), (-a,-a,-a)}
20 (b,b,b), (b"b,"b)o ('bvbn'b)y ('bo'bnb)i
30 (th.0,0), (O,th,O), (0,0,th);
40 (-r,-8,-t), (-r,s,t), (r,-s,t), (r,8,~t), (-t,r,8), (t,-r,8),

(t,r,-8), (-t,-r,=-s), (-s,t,7), (8,-t,r), (8,t,-7), (=8,=t,-T)
Ze zbioréw tych, dla przypadku d1- 15 d2 = 2, utworzono plany za-
wierajace od 8 do 12 punktéw eksperymentalnych. Dla przykiadu plan
z}Yozony ze zbiordéw 39.4.0% jest planem o osmiu punktach, gdzie pa-
rametry a 1 b wynoszg: a = 0,548, b = 0,315. Dla przypadkm d,= 29
d, = 3 plany przedstawione w [7] zawierajg od 18 do 24 punktéw
(w tym réwniez punkty centralne).

2b, Plany minimalizujace ogdlny bZad kwadratowy

Sposéb postepowania dla minimalizacji ogblnego biregdu kwadra-
towego wyrazonego wzorem (11) polega na efektywnym obliczeniu te-
go btedu przez wykonanie catkowania, a naste¢pnie minimalizacji
otrzymanego wyrazenia., Taki sposéb postgpowania przyjeto w pracy
[6] dlan =3, 4 =1,d,=2oras 4, = 2, d5 = 3, & w pracy [7]
dla n =4 1 tych samych wartoscl d1 - § d2. W pracach tych rozpa=
trzono takie problem przeksztalcania plandéw minimalizujgcych bxgd
gystematyczny w plany minimalizujace bzad ogdlny.

Becker [3] podat ogbélng postaé planu minimalizujgcego wyra-
tenie (11) dla dowolnego n oraz d, = 1, d, = 2. Rozwigzanie doty-
czy planéw o diagonalnej macierzy ukladu réwnad normalnych (pla-
néw ortogonalnych) oraz zcentrowanych w poczatku uktadu, Plan Bec~-
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kera Dn(r,cr) okresla si¢ nastepujaco: na brzegu sympleksu S znaj-

duje sieg (g) réznych regularnych symplekséw (r-1)-wymiarowych o-
T

kreslonych przez warunek ini = 1, Zespék (g) punktéw skadajg-
=1

cych sie ze $rodkéw tych symplekséw nazwiemy planem Dn(r. 1). Na=-
lezy on do rodziny Dn(r,cr) planéw (O(cr41) , ktérych punkty ma-
ja wspbirzedne postaci

(18) xdk-cr (%-%) k-1’ 2. seey T
cr
Xei% S6H poza tym.

Plan Dn(r,cr) jest otrzymywany z Dn(r,1) przez ruch punktéw planu
D (r,1) ktére lezg na brzegu S, wzdiuz prostych w kierunku grodka
sympleksu S o wielkos¢ zalezng od Cope W szczegdlnosci wszystkie
punkty planu Dn(r, 0) sg $rodkiem sympleksu, zas planu Dn(1. 1) =
jego wierzchotkami. Autor sugeruje stosowanie dwu lub wigcej pla-
néw typu Dn(r,cr) i dodawanie N, punktéw w poczgtku ukiadu.

Innym planem zaproponowanym w [3] jest plan Dn(r,cr,kr). Jest
to zbiér n(]) punktéw majacych wspéirzedne postaci:

1= .
(19 xgp = oplie + =F - 1)z = e (FE - 1)
xy = =5~ poza tym 1{k # h{r

;_11' 4k1"1'

Konstrukcja planu. Na brzegu sympleksu S Jest (2) réznych (r-1)-
-wymiarowych symplekséw okreslonych przez frakcje r sktadnikéw.
Rozpatrzmy r punktéw w Srodku kazdego z tych symplekséw. Dla hr)o
przesufimy kazdy z tych r punktéw po prostej w kierunku jednego
z r wierzcholkéw (r-1)-wymiarowego sympleksu o wielkosé zalezng
od r, Kazdy punkt porusza si¢ w kierunku innego wierzcholka, ale
wszystkie o te samg wielkosé. Dla kr< 0 poruszamy sie w kierunku
od wierzcholka, W szczegélnosci Dn(r, cr,o) Jea‘: r-krotnym powté-
rzeniem Dn(r, °r)’ a plan Dn(r, Cpr 1) jest ('1{:1)-krotnym powté-
rzeniem planu Dn(1, e
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3. Plany z ograniczeniami na zmiany sktadnikéw mieszanin

W praktyce badania mieszanin czesto wystepuja dodatkowe ogra-
niczenia na zakresy badanych sk*adnikéw. Oznacza to, Ze oprécz
warunkéw wyznaczajacych sympleks S:

n
211-1' i=1|2.ooo’n
i=1

(20) )0,
wprowadzone zostang pewne ograniczenia postaci
(21) f(x1, Xyy eees xn)>,o

wigZzgce zmienne X4 Obecnie rozpatrzone zostang prace omawiajgce
niektére przypadki tych ograniczef,

3a. Plany z niezerowymi frakcjami wszystkich skXadnikdéw

Czgstym i waznym 2z praktycznego punktu widzenia ogranicze-
niem na frakcje skXadnikéw mieszaniny jest ograniczenie

(22) x, >0 dla R I T

Postuluje ono, by w kazdym punkcie planu doéwiadczenia wystepowa-
1y weszystkie sk*adniki mieszaniny w niezerowych proporcjach. Za-
danie budowy takich planéw rozpatrzy* Lambrakis [10]. proponujac
nastepujgce rozwigzanie. Wprowadza si¢ oznaczenia:

£y (1€i¢n) - odpowiedZ mieszaniny z frakcjami 11-%- x:l.=-12-(n-1)'1
dla 1{r{n, r # 1i;

(n-2)"1, ®Kr¢n, r#4, §;

W=

gid (11 {j §n): Xy = xj = % ’ X, =
hiij oraz hijj (1¢i¢i¢n) 2

xia%. xd=-}, xr=%(n-2)-1, 14ré{n, T #1i, j;
xi=-1-’ xd-%’ xr-%(n-Z)-1, 1‘1"1'1! I‘f i, J'

tiii;] oraz tijj;] (1¢1¢jgn):

e 7 g T iy x_ = (n-2)"1. geduler Lin oo b, ey

L Caty S il AL

vil= -

xy=goxg=2, x =% (027", 1&rin, T, 5
uijk(1(.i(j(k(n):

Xy =Xy =X o= % ’ xr-i- (n-3)'1, 1{r{n, r# 1i, J, k;
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Y119k Vi3 Vague (161 <3<¢k(n):

xi = % ’ !J =';' » xk % ’ xl‘ ='35' (n’B)-1l 1‘r4n. r # i, 3, k3
xis%,zdsé =-&' =15(n-3)'1.1(r4n. ré L, 3, kg
xis%.xja-;-rx =2.x -l(n-a)‘ 1¢r¢n, v 41, 3, k3

Vigrr (1€ 1<3<k<1Kn):
xinxdaxkle=%lxr315-(n-4)-1, 1(1‘4!], 1‘=i, j, k.l-

Dla tak okreslonych planéw i odpowiedzi podane sa w pracy [10]
dla modelu drugiego stopnia proste wzory na oszacowania wspbXczyn-
nikéw regresji oraz ich bledéw standardowych. Wzory te obowigzuja
dlan ) 4.

3b. Plany z ograniczeniami w postaci wieloscianu

W praktyce najbardziej typowymi ograniczeniami na frakcje
8§ ograniczenia nastepujace:

(23) 0 a; {x;{by; <1 dla 1=1,2, ..., n.

Ograniczenia takie powodujg, 2e badany w doéwiadczeniu obszar sta-
Je sle wieloscianem zawartym w sympleksie S. Planowanie dogwiad-
czen na wieloscianie tego typu rozpatrywat w szczegdélnym przypad-
ku Scheffe [1 5]. uwzgledniajge ograniczenie gz gdry, dotyczace tyl-
ko Jednego skadnika. Ogdélniejsze ograniczenia (23) rozpatruje
praca [11] . Dla wielomianu drugiego stopnia poszukuje sie¢ planu,
w ktérym punkty rozmieszczone sg na wieloscianie (23) w ten spo-
86b, %e nalezg do nich wierzchotki wielogcianu. Zaproponowany al-
goryim wyznaczania planu jest nastgpujacys:

: i Wypisuje si¢ (n-1)-wymiarowe wektory (w kazdym wektorze
opuszcza sig Jedng skiadowg), ktdrych skiadowe moga przyjmowaé
wartosci a; 1 b,. Réznych takich wektoréw jest n.2%" =

2° s poérdd wypisanych wektoréw nalesy wybraé te, ktérych su-
ma sktadowych Jest mniejsza niz 1. Dla tych wektoréw, w miejsce
opusgczonych skiadowych, wprowadza si¢ skXadowe o wartosciach uzu-
peiniajgcych sume sktadowych do jednoéci, Otrzymane wektory sg
punktami planu - wierzchotkami wieloicianu.

3° Dla otrzymania planu drugiego stopnia, do otrzymanych pun-
kté. dodaje si¢ punkty, ktérych wspélrzedne oblicza si¢ jako Sred-
nie arytmetyczne wspéirzednych wierszchotkéw majgcych wspélne kra-
wedsie.
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Wada skonstruowanych planéw jest duza liczba punktéw doswiadczal-
nych oraz brak prostych wzoréw na wspSlcuynniki regresji.

3c. Plany z ograniczeniami w postaci elipsoidy

Praca Thompsona i Myersa [18] rogpatruje zagadnienie plano-
wania doswiadczenia z mieszaninami w przypadku gdy "obszar zain-
teresowaid" badacza jest elipsoidg. Obszar ten okresla sie jak na-
stepuje. n
0 T Z STo-

znaczmy przesz X = (1:01, Xgpr sees xOn)’ = Xp4 = 1, éro
=

dek obszaru zainteresowania R, Obszar R jest elipsoidg, w ktdrej
odlegosé osi réwnolegiych do xy jest 2h, (=1, 2, ...5.0) gdzie
hi jest wielkoscig okreélong przez eksperymentatora. Wprowadza sig
zmienne

x -

1 5%y
(24) vy 7
ktére przeksztaicajg R w sfere jednostkowg o srodku w punkcie
;O = 0, Ograniczenie na obszar R w zapisie wektorowym ma postaé

(25) 3 { 1.

Dla tak okredlonego obszaru rozpatruje sig modele pierwszego i
drugiego stopmia i wybiera plany z klasy planéw ortogonalnych oraz
majgcych symetrie obrotowg (rotatabilnych).

4, Plany doswiadczen z "pod-skZadnikami®

W praktyce zdarzajg si¢ sytuacje, w ktérych n skZadnikdéw mie-
n

szaniny ci)o, p UK, (G (i — Eci = 1 jest mieszaninami in-
i=1

nych skXadnikdéw z frakcjami xij)o (=1, ;2% o npEyia 1512508,

n
eve ni) g IiJ = 1 dla kazdeso i= 1, 2' seey I (por. Irys. 3).

Zagadnienie planowania doéwiadczen dla przypadku “pod-skiad-
nikéw" rozpatrywat Lambrakis [9]. Analizowal on sytuacje, w kté-
rej frakcje cy 84 ustalone, natomiast x:lj przyjmujq wartosci siat-
ki sympleksowej] (ni, "1)' to jest

(26) x4y =0, ﬂ; , ;"'; v vees 1 dla katdego 4 = 1, 2, ..., D.
Plany siatkowo-sympleksowe (ni, li) wraz ge stalymi frakcjami ¢,
tworzg wielokrotng siatke (n1. Day eees Dpj Byy Moy eees nn) beda-
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mieszanina
n skXadnikéw

*11| | *12|**[*1n,| [*21] [ ¥22|**|*2n,|"** |®n1|[®n2| ***|*na

Rys. 3. Struktura mieszaniny z "pod-skZadnikami®™

cg pewnym uogélnieniem planu siatkowo-sympleksowego Scheffego.
W pracy [9] rozpatruje sie¢ przypadek dwéch grup sktadnikéw na
przykYadzie siatek (p,3) i (q,2). Wprowadémy oznaczenia:

xid = cixid (1 = 1, 2' ecey n' J = 1, 2, sy ni)

(27 By = P Xy = x4 XU = cqxy = x3 (e 15+25 000y D)

n2 = q3 123 = ’:' xzd = cazd = ZJ (j = 1. 2. seey q)
y - odpowiedZ mieszaniny.

Siatka (p, 3) zawiera:

p czystych skradnikéw Y44 (1< 14p) 2z xy =13

(}2’) mieszanin Vi34 % frakcjami x; = 2/3, x, = 1/3 oraz (g) mie-
szanin y;,,; z frakcjami x; = 1/3, x, = 2/3 (1<1<3<p)s

(g) mieszanin i3k (11 {j<k¢p) z frakcjami Xy=xy = x = 143,
Siatka (q, 2) zawiera:

q czystych skXadnikéw Yy4 (1:4:2-$9) zg = 13

(g) mieszanin yy (1 {1 ¢J <q) z frakcjami z; = z, = 142,

Laczac kazdg mieszanine =z siatki (p, 3) z kazdg z siatki (q, 2)
w proporcjach ¢, i ¢, otrzymujemy siatke podwéjna (p,q3 3,2) po-
staci:

pq mieszanin o odpowiedzi yiii,jj’

p(g) mieszanin o odpowiedzi Yi11,4k*

(g)q mieszanin o odpowiedzi Y414, Kk

(g)q mieszanin o odpowiedzi Y349,k
(g) (g) mieszanin o odpowiedzi Yi34,k1°
(g) (g) mieszanin o odpowiedzi Yi15,%1°
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(g)q mieszanin o odpowiedsi y, 4y 49:
(§)(§) mieszanin o odpowledsi yy4y q5e

Dla tak okreflonych planéw wysnaczono w pracy [9] ogzacowanie
wspStczynnikéw réwnai regresji otrzymanych przez pomnozenie zre-
dukowanych wielomianéw odpowiednio drugiego i trzeciego stopnia.
Wielomian, ktérego wspétczynniki oszacowano, otrzymal postad:

P
(28) vy = Z Z“ 1,5%1% + il ¢ o"i.jkxi.j'k +

i=1 j=1 1=1 14J<k4q

M wel O

141<J<p k=1

x
i 1£§;%ip 12§;;iq 13,051 % *
i Haons EE: Pij,k11!3(11 - xj)lk +

144¢34p k=1

A oo i g B
141 <ksp 1=1 211797k 1t

+ 2 S o X X Xy BT, .
1<1Eep  1<TCmtq LI 17 k"1

Praca podaje réwniez wariancje przewidywanych odpowiedzi.

5. Model funkcji odpowiedzi, ktéra nie jest wielomianem

Opis wiasciwoéci mieszanin za pomocg modeli wielomianowych
ma braki zwigzane z opisem wtasciwosci majacych tzw, efekt addy-
tywnoéei. Zwracajg na to uwage Quenouille [14] i Scheffe [16].
Becker [1] definiuje efekt addytywnosci jak nastepuje.

Niech f(x1, Xpr ey xn) przedstawia odpowiedi n-skiadnikowej
mieszaniny. Méwimy, %e nastepny sk*adnik (ktérego frakcje ozna-
czamy przez X, ) ma efekt addytywny w stosunku do mieszaniny po-
zostatych n skkadnikéw.dozeli odpowiedé w obszarze badania (n+1)-
-gkYadnikowej mieszaniny ma postaé:

(29) u'n+1xn+1 + (1 - xm1)f(x1,(1-xn+1)' veey xn/(1"xn+1))-

Funkcja f speiniajgca warunek (29) jest funkcjg jednorodng stop-
nia pierwszego. Aby realizowaé kolejne przyblizanie funkeji odpo-
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wiedzi oraz dla prostoty interpretacji wprowadza sig model
(30) f= 181(11) +Zu—13813(11, 13) S
+a1,2;...,n 81,2,.."11 (x"’xz, evey ‘n).

Przyktadowe funkcje g wykorzystywane w modelu (30) zestawiono
w tablicy 1.

Tablica 1, Funkcje g dla modelu (30)

Modele
o II
gz(xi, xj) min(x,, xj) (xix3)1/2
83(xi. Xy xk) min(xi, Xy xk) (Iixjxk)1/3
Sn(x1’ x2' i xn) min(x1 ,12, ceey xn) (1112..,xn)1/n

6. Uogbélnienie planéw Scheffego

Plany siatkowo-sympleksowe 1 $Srodkowo-sympleksowe zostaly
w pracy Murty i Dasa [13] uogdlnione w nastepujgcy sposéb.

Niech punkt (xu1'xu2""’xun) planu z mieszaninami o n skiad-
nikach, gdzie d sposréd x,4 nie réwna si¢ zeru, nazywa si¢ mie-
szaning rzedu d i bedzie oznaczany przez Sd. Niech d1 gposréd Xoi
z 54 bgdzie kazde réwne g0 4y réwne q, itd., d, réwne qp, tak,
ze d1 + d2 + eoet dh = d oraz d1q1 + d2q2 + cee dhqh = 1, Niech
wszystkie mieszaniny Sd rzedu d otrzymane przez permutacje réz-
nych frakeji w mieszaninie o n sktadnikach bgdg zapisane 'w posta-
ci macierzy Gd' Kazda mieszanina Sd niech tworzy wiersz macie-
rzy Gd’ a i-ty skYadnik niech bgdzie reprezentowany przez i-tg
kolumng tej macierzy, Liczba wierszy w macierzy Gd jest dana przez

(31) W = (31)("521)@"'(3;""2)) ("‘(d1*a;'dn-1))
Yiersze Cd traktowane jJako punkty planu speiniajg warunki syme-
trii (frakeje wystepuja w réznych kolumnach symetrycznie).
Definicja, Symetryczny plan sympleksowy dla doswiadczen z mie-
szaninami skada si¢ z pewnych (badZ wszystkich) macierzy Ggs d =
=1, 2, ...y n, gdzie kazda macierz Gd Jjest otrzymana przez per-
mutacje réznych frakcji z n sktadnikéw w mieszaninie rzedu d z dy
sk¥adnikami majgcymi frakeje Qs d2 majgcymi frakeje qp itd, 4y -



Planowanie doswiadczed z mieszaninami 1 §

majgcymi frakecje Qs PTZy czym d1 4+ d2 + cee + dh = d oraz d1q1 +
+ d2q2 s RO R dhqh =1,

Plan siatkowo-sympleksowy Scheffe (n,m) jest szczegélnym przypad-
kiem symetrycznego planu sympleksowego. Ma on rézng liczbg macie-
rzy Gy dla kazdego d.Na przyk¥ad plan (n,6) ma 3 macierze G, kté-
rych wiersze otrzymuje si¢ z ciagéw (1/6, 5/6, 0, «.., 0), (1/3,
2/3, 0, ..., 0), (1/2, 1/2, Oy ..., O). Plan Srodkowo-sympleksowy
ma wszystkie n macierzy Gd, kazda zXozona 2z niezerowych frakecji
réwnych 1/d w kazdej mieszaninie S4-
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